
Zápočtový test z MA2, varianta A, 4. 12. 2017

1. Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnoty funkce

f(x, y) = x2 − (y − 1)2

na množině
M : x2 + y2 ≤ 1.

Načrtněte tuto množinu.

Řešeńı:
Množina M je kruh o poloměru 1 se středem v počátku. Př́ıklad rozděĺıme na vyšetřeńı (volného) extrému
na otevřené množině

M◦ : x2 + y2 < 1

a vázaného extrému na hranici
∂M : x2 + y2 = 1 .

Extrém na M◦:

f ′ =
(
2x, −2(y − 1)

)
= (0, 0)

nastává právě když (x, y) = (0, 1). Tento bod ale nelež́ı v M◦, takže žádné podezřelé body zat́ım
nedostáváme.

Extrém na ∂M :

Použijeme metodu Langrangeových multiplikátor̊u. Pro extrém a = (x, y) na kružnici dané vazbovou
funkćı

Φ(x, y) = x2 + y2 − 1

existuje λ ∈ R, že (
2x, −2(y − 1)

)
= f ′(a) = λΦ′(a) = λ ·

(
2x, 2y

)
a

x2 + y2 = 1.

Tedy má platit
x = xλ

1− y = yλ .

Odsud máme, že bud’ je x = 0 nebo λ = 1. Z prvńı možnosti a rovnice kružnice máme body (0,±1). Z

druhé, tj. λ = 1 dostáváme y = 1
2 a tud́ıž body

(
±
√
3
2 ,

1
2

)
. Jejich funkčńı hodnoty jsou:

f
(
0, 1
)

= 0, f
(
0,−1

)
= −4

f
(
±
√
3
2 ,

1
2

)
= 1

2 .

Množina M je uzavřená a omezená množina a spojitá funkce tak v těchto bodech nabývá svého maxima
a minima.

Porovnáńım hodnot podezřelých bod̊u dostáváme, že funkce nabývá svého maxima v bodech(
±
√
3
2 ,

1
2

)
a minima v bodě (0,−1).



2. Určete poloměr konvergence a sečtěte mocninnou řadu

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)
xn+1

na vnitřku oboru konvergence.

Řešeńı:
Poloměr konvergence: Můžeme využ́ıt pod́ılové kritérium pro obecnou řadu (ne nutně mocninnou):

Mějme řadu
∞∑
n=1

αn, kde αn ∈ R a necht’ je lim
n→∞

|αn+1|
|αn| = q. Pokud je 0 ≤ q < 1, řada konverguje a

pokud je q > 1, řada diverguje.

V našem př́ıpadě tedy je

lim
n→∞

∣∣∣ (1 + 1
n+1

)
xn+2

∣∣∣∣∣∣ (1 + 1
n

)
xn+1

∣∣∣ = lim
n→∞

n(n+ 2)

(n+ 1)2
|x| = |x|

Tedy řada konverguje pro |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1, tud́ıž poloměr konvergence je nutně R = 1.
Součet: Řadu rozeṕı̌seme. Pro |x| < 1 plat́ı, že

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)
xn+1 =

∞∑
n=1

xn+1 + x

( ∞∑
n=1

xn

n

)

kde jednotlivé řady sečteme takto:

∞∑
n=1

xn+1 = x2
∞∑
n=0

xn =
x2

1− x
.

( ∞∑
n=1

xn

n

)′
=

∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x
⇒

∞∑
n=1

xn

n
=

∫
1

1− x
dx = − ln(1− x) + C .

Po dosazeńı x = 0 dostaneme 0 = − ln(1) + C, tedy C = 0. Takže

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)
xn+1 =

x2

1− x
− x ln(1− x)

pro |x| < 1. (Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na
kraj́ıch diverguje).
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